
06 Logistic回归与最大熵模型
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导言

➢逻辑斯谛回归(logistic regression) 是统计学习中的经典分类方法

➢最大熵是概率模型学习的一个准则，将其推广到分类问题得到最大熵模型(maximum 

entropy model)

➢逻辑斯谪回归模型与最大熵模型都属于对数线性模型

➢二分类

➢判别函数变换（对数）后符合线性模型
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广义线性模型

➢ 加上非线性成分

➢ 𝑦 = 𝑤 ∙ 𝑥 + 𝜉，其中𝜉是一个均值为零、方差为𝜎𝜉
2的正态随机变量。

➢ 即，线性基础上增加一个非线性项

➢ 进一步，线性+非线性分布

➢ 𝑌具有均值𝑤 ∙ 𝑥和方差𝜎𝜉
2 ：𝑌 ∼ 𝑁 𝑤 ∙ 𝑥, 𝜎𝜉

2

➢ 高斯函数的反函数是线性

➢ 更一般的广义线性模型(Generalized Linear Model, GLM)推广

➢ 分布的函数是线性，如逻辑斯谛回归模型，其logit 函数

log
𝑃 𝑌 = 1 𝑥

1 − 𝑃 𝑌 = 1 𝑥
= 𝑤 ∙ 𝑥



1 Logistic回归模型
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逻辑斯谛分布(Logistic distribution)

➢【定义6.1 (逻辑斯谛分布)】设𝑋是连续随机变量， 𝑋服从Logistic distribution，指𝑋具

有分布函数和密度函数

➢密度函数：𝑓(𝑥) = 𝐹′(𝑥) =
e−(𝑥−𝜇)/𝛾

𝛾 1+e−(𝑥−𝜇)/𝛾
2

➢分布函数：𝐹 𝑥 = 𝑃 𝑋 ≤ 𝑥 =
1

1+e−(𝑥−𝜇)/𝛾
= 𝐿(𝜇, 𝛾)

➢其中

➢𝜇为位置参数, 散布中心;

➢𝛾 > 0为形状参数,表示散布程度，𝛾越大，散布程度也越大

➢𝐹 𝑥 关于(𝜇, 1/2)中心对称；𝑓(𝑥)关于𝜇对称𝑓 𝜇 + 𝑥 = 𝑓(𝜇 − 𝑥)

➢标准的逻辑斯谛分布，记作𝐿(0,1)，它的累积分布函数为𝐹(𝑡) =
1

1+𝑒−𝑡
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高斯分布与逻辑斯谛分布

➢高斯分布(正态分布)

➢𝑓(𝑥) =
1

2𝜋𝜎
exp −

(𝑥−𝜇)2

2𝜎2

➢𝑋 ∼ 𝑁 𝜇, 𝜎2

➢𝑓(𝑥)关于𝜇对称𝑓 𝜇 + 𝑥 = 𝑓(𝜇 − 𝑥)

➢𝑁 0,1 =
1

2𝜋𝜎
e−𝑥

2

➢逻辑斯谛分布

➢𝑓(𝑥) =
e−(𝑥−𝜇)/𝛾

𝛾 1+e−(𝑥−𝜇)/𝛾
2

➢𝑋 ∼ 𝐿(𝜇, 𝛾)

➢𝑓(𝑥)关于𝜇对称𝑓 𝜇 + 𝑥 = 𝑓(𝜇 − 𝑥)

➢𝐿 0,1 =
e−𝑥

1+e−𝑥 2
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S形函数

➢Sigmoid

➢双曲正切函数(tanh)

➢作用：连续可导，非线性过渡



逻辑斯谛回归模型

逻辑斯谛回归模型的二分类分布

线性函数和逻辑斯谛函数的复合函数

对数几率是线性函数
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二项逻辑斯谛回归模型

由条件概率𝑃(Y|X)表示的分类模型，形式化为logistic distribution

𝐿 𝜇, 𝛾 =
1

1 + e−(𝑥−𝜇)/𝛾

【定义6.2 (逻辑斯谛回归模型)】 二项逻辑斯谛回归模型是如下的条件概率分布

𝑃 𝑌 = 1 𝑥 =
exp 𝑤 ⋅ 𝑥 + 𝑏

1 + exp 𝑤 ⋅ 𝑥 + 𝑏

𝑃 𝑌 = 0 𝑥 =
1

1 + exp 𝑤 ⋅ 𝑥 + 𝑏
这里，𝑥 ∈ 𝐑𝑛, 𝑌 ∈ 0,1 , 𝑤 ∈ 𝐑𝑛, 𝑏 ∈ 𝐑，𝑤为权值向量，𝑏为偏置𝑃(𝑌 = 0 ∣ 𝑥)

为线性函数和逻辑斯谛分布函数的复合函数：𝐹 𝑥 = 𝑃 𝑋 ≤ 𝑥 =
1

1+e
−
𝑥−𝜇
𝛾



10

二项逻辑斯谛回归模型

为了方便，扩充齐次

𝑤 = 𝑤(1), 𝑤(2), … , 𝑤(𝑛), 𝑏
T
， 𝑥 = 𝑥(1), 𝑥(2), … , 𝑥(𝑛), 1

T

𝑃 𝑌 = 1 𝑥 =
exp 𝑤 ⋅ 𝑥

1 + exp 𝑤 ⋅ 𝑥

𝑃 𝑌 = 0 𝑥 =
1

1 + exp 𝑤 ⋅ 𝑥
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二项逻辑斯谛回归模型

➢事件的几率odds(事件发生与事件不发生的概率之比)：
𝑝

1−𝑝

➢对数几率(logit函数)： logit(𝑝) = log
𝑝

1−𝑝

➢逻辑斯谛回归的logit 函数：

logit 𝑃 𝑌 = 1 𝑥 = log
𝑃(𝑌 = 1 ∣ 𝑥)

1 − 𝑃(𝑌 = 1 ∣ 𝑥)
= 𝑤 ∙ 𝑥

➢输出𝑌 = 1的对数几率，是由输入𝑥的线性函数表示的模型，即逻辑斯谛回归模型

𝑃 𝑌 = 1 𝑥 =
exp 𝑤 ⋅ 𝑥

1 + exp 𝑤 ⋅ 𝑥
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模型参数估计 - 似然函数

【算法】逻辑斯谛回归模型，训练集𝑇 = ሼ 𝑥1, 𝑦1 , ⋯, ሽ𝑥𝑁, 𝑦𝑁 ，𝑥𝑖 ∈ 𝐑𝑛, 𝑦𝑖 ∈ ሼ0,1ሽ ，

极大似然估计法估计模型参数（𝜋 𝑥 =
exp 𝑤⋅𝑥

1+exp 𝑤⋅𝑥
中的𝑤）

设𝑃 𝑌 = 1 𝑥 = 𝜋 𝑥 , 𝑃(𝑌 = 0 ∣ 𝑥) = 1 − 𝜋(𝑥)，似然函数为

ෑ
𝑖=1

𝑁

𝜋 𝑥𝑖
𝑦𝑖 1 − 𝜋 𝑥𝑖

1−𝑦𝑖

模型估计目标：求出使这一似然函数的值最大的参数估计ෝ𝑤

【注】出现 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 的概率的统一形式： 𝜋 𝑥𝑖
𝑦𝑖 1 − 𝜋 𝑥𝑖

1−𝑦𝑖

𝑦𝑖 = 1, 𝜋 𝑥𝑖 = 𝜋 𝑥𝑖
𝑦𝑖 = 𝜋 𝑥𝑖

𝑦𝑖 1 − 𝜋 𝑥𝑖
1−𝑦𝑖

𝑦𝑖 = 0, 1 − 𝜋 𝑥𝑖 = 1 − 𝜋 𝑥𝑖
1−𝑦𝑖 = 𝜋 𝑥𝑖

𝑦𝑖 1 − 𝜋 𝑥𝑖
1−𝑦𝑖
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模型参数估计

对数似然函数𝐿 𝑤 ：

𝐿 𝑤 =෍
𝑖=1

𝑁

𝑦𝑖log𝜋 𝑥𝑖 + 1 − 𝑦𝑖 log 1 − 𝜋 𝑥𝑖

【注】第二步第一项包含对数几率

对𝐿(𝑤)求极大值，得到𝑤的估计值。采用梯度下降及拟牛顿法【常规优化问题】

设𝑤的极大似然估计值为ෝ𝑤，模型条件概率为

𝑃 𝑌 = 1 𝑥 =
exp ෝ𝑤 ⋅ 𝑥

1 + exp ෝ𝑤 ⋅ 𝑥
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多项logistic回归

【定义】设𝑌的取值集合为 1,2,⋯ , 𝐾 ，多项logistic回归模型

𝑃 𝑌 = 𝑘 𝑥 =
exp 𝑤𝑘 ⋅ 𝑥

1 + σ𝑘=1
𝐾−1 exp 𝑤𝑘 ⋅ 𝑥

, 𝑘 = 1,2,⋯ , 𝐾 − 1

𝑃 𝑌 = 𝐾 𝑥 =
1

1 + σ𝑘=1
𝐾−1 exp 𝑤𝑘 ⋅ 𝑥

其中，𝑥 ∈ 𝐑𝑛+1, 𝑤𝑘 ∈ 𝐑𝑛+1



2 最大熵模型



熵最大的模型是最好的模型

模型：分类模型以条件概率𝑃(𝑌 ∣ 𝑋)输出 𝑌

准则：满足约束条件的𝐻 𝑃 = −σ𝑥,𝑦
෨𝑃 𝑥 𝑃 𝑦 𝑥 log𝑃 𝑦 𝑥 最大熵的模型
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最大熵模型

➢【定义】最大熵模型(Maximum Entropy Model)由最大熵原理推导实现

➢【定义】最大熵原理

➢ 在所有可能的概率模型(分布)中，熵最大的模型是最好的模型

➢ σ𝑥,𝑦 𝑃 𝑥, 𝑦 (−log𝑃 𝑦 𝑥 )

➢ 作为一个整体，模型所代表的整个概率分布𝑃 𝑦 𝑥 的熵

➢ 即，在满足约束条件的模型集合中，应选取熵最大的模型

➢ 【注】在没有更多信息的情况下，最大的不确定性（熵最大）为各种情况“等可能”（对各种情况都考

虑到，且没有偏差，因此通用性最强）

➢ 最大熵原理通过熵的最大化来表示等可能性。通过最大化熵的数值指标实现“等可能”

➢【定义】假设离散随机变量𝑋的概率分布是𝑃(𝑋)， 𝑋的熵

➢𝐻 𝑃 = σ𝑥 𝑃 𝑥 (−log𝑃 𝑥 ) = E(−𝑙𝑜𝑔𝑃 𝑥 )

➢【性质】 0 ⩽ 𝐻(𝑃) ⩽ log|𝑋|，|𝑋|表示𝑋个数，当且仅当𝑋的分布是均匀分布时右边等号成立
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最大熵模型的定义

【算法】输入𝑋 ∈ 𝒳 ⊆ 𝐑𝑛, 𝒳为输入集合；输出𝑌 ∈ 𝒴，𝒴为输出集合

分类模型：对于给定的输入 𝑋，分类模型以条件概率𝑃(𝑌 ∣ 𝑋)输出 𝑌

训练数据集：𝑇 = 𝑥1, 𝑦1 , 𝑥2, 𝑦2 , ⋯ , 𝑥𝑁, 𝑦𝑁 ；

学习目标：用最大熵原理选择最好的分类模型𝑃 𝑦 𝑥

1)首先，确定联合分布 𝑃(𝑋, 𝑌) 的经验分布 ƿ𝑃(𝑋, 𝑌)和边缘分布 𝑃(𝑋) 的经验分布 ƿ𝑃(𝑋)

ƿ𝑃(𝑋 = 𝑥, 𝑌 = 𝑦) =
𝜈(𝑋 = 𝑥, 𝑌 = 𝑦)

𝑁

ƿ𝑃(𝑋 = 𝑥) =
𝜈(𝑋 = 𝑥)

𝑁
其中, 𝜈(𝑋 = 𝑥, 𝑌 = 𝑦) 表示 (𝑥, 𝑦) 出现的频数, 𝜈(𝑋 = 𝑥) 表示𝑥 出现的频数

【注】 𝑃 𝑦 𝑥 为要求解的分布，没有经验分布形式

𝑃 𝑥, 𝑦 = 𝑃 𝑥 ∗ 𝑃 𝑦 𝑥 = ෨𝑃 𝑥 𝑃 𝑦 𝑥
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最大熵模型的定义

2) 用特征函数 (feature function)𝑓(𝑥, 𝑦)来描述输入和输出之间的约束

𝑓(𝑥, 𝑦) = ൝
1, 𝑥 与 𝑦 满足某一事实

0, 否则
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用特征函数来评估模型

特征函数𝑓 𝑥, 𝑦 在模型 ෨𝑃上关于经验分布 ෨𝑃 𝑋, 𝑌 的期望值(根据训练数据得到的经验特

征期望)

𝐸 ෨𝑃 𝑓 =෍
𝑥,𝑦

෨𝑃 𝑥, 𝑦 𝑓 𝑥, 𝑦

特征函数𝑓 𝑥, 𝑦 关于𝑃(𝑥)𝑃(𝑦∣𝑥)的期望值(模型上的理论特征期望)

𝐸𝑃 𝑓 =෍
𝑥,𝑦

෨𝑃 𝑥 𝑃 𝑦 𝑥 𝑓 𝑥, 𝑦

【𝐸𝑃 𝑓 = σ𝑥,𝑦𝑃 𝑥, 𝑦 𝑓 𝑥, 𝑦 = σ𝑥,𝑦𝑃 𝑥 𝑃 𝑦 𝑥 𝑓 𝑥, 𝑦 ，𝑃 𝑥 未知，用 ෨𝑃 𝑥 近似】

如果某个模型能够获取训练数据中的信息，两个期望值相等

𝐸𝑃 𝑓 = 𝐸 ෨𝑃 𝑓

如果有𝑛个特征函数𝑓𝑖 𝑥, 𝑦 , 𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑛，那么对应𝑛个约束条件

【注】约束不能保证完全满足，所以需要采用期望。
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最大熵模型

【定义6.3 最大熵模型】假设满足所有约束条件的模型(形为𝑃 𝑌 𝑋 ) 集合为

𝒞 ≡ 𝑃 ∈ 𝒫 𝐸𝑃 𝑓𝑖 = 𝐸 ෨𝑃 𝑓𝑖 , 𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑛

定义在条件概率分布𝑃 𝑌 𝑋 上的条件熵：

𝐻 𝑃 = −෍
𝑥,𝑦

෨𝑃 𝑥 𝑃 𝑦 𝑥 log𝑃 𝑦 𝑥

则模型集合𝒞中条件熵𝐻 𝑃 最大的模型称为最大熵模型

【注】 模型求解即为计算𝑃 𝑦 𝑥

【注】条件熵为条件信息量(−log𝑃 𝑦 𝑥 )的期望

෍
𝑥,𝑦
𝑃 𝑥, 𝑦 (−log𝑃 𝑦 𝑥 )

𝑃 𝑥, 𝑦 = 𝑃 𝑥 ∗ 𝑃 𝑦 𝑥 = ෨𝑃 𝑥 𝑃 𝑦 𝑥



最大熵模型学习求解

最大值带约束=>最小值带约束=>无约束对偶问题

拉格朗日对偶问题求解
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最大熵模型学习 - 原始最大值问题(带约束)

【原始问题】对于给定的数据集以及特征函数𝑓𝑖，最大熵模型的学习等价于约束最优化

问题

𝑚𝑎𝑥
𝑃∈𝐂

𝐻 𝑃 = −෍
𝑥,𝑦

෨𝑃 𝑥 𝑃 𝑦 𝑥 log𝑃 𝑦 𝑥

s.t. 𝐸𝑃 𝑓𝑖 = 𝐸 ෨𝑃 𝑓𝑖 , 𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑛

෍
𝑦
𝑃 𝑦 𝑥 = 1

求解技术路线：最大值带约束=>最小值带约束=>无约束对偶问题
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最大熵模型学习 - 最小值带约束

求解技术路线：最大值带约束=>最小值带约束=>无约束对偶问题

按照最优化问题惯例改写为最小值问题

𝑚𝑖𝑛
𝑃∈𝐂

−𝐻 𝑃 =෍
𝑥,𝑦

෨𝑃 𝑥 𝑃 𝑦 𝑥 log𝑃 𝑦 𝑥

s.t. 𝐸𝑃 𝑓𝑖 − 𝐸 ෨𝑃 𝑓𝑖 = 0, 𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑛

෍
𝑦
𝑃 𝑦 𝑥 = 1
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最大熵模型学习 - 拉格朗日函数(无约束)

求解技术路线：最大值带约束=>最小值带约束=>无约束对偶问题

引进拉格朗日乘子𝑤0, 𝑤1, ⋯ , 𝑤𝑛，定义拉格朗日函数

𝐿 𝑃,𝑤 ≡ −𝐻 𝑃 + 𝑤0 1 −෍
𝑦
𝑃 𝑦 𝑥 +෍

𝑖=1

𝑛

𝑤𝑖 𝐸 ෨𝑃 𝑓𝑖 − 𝐸𝑃 𝑓𝑖

=෍
𝑥,𝑦

෨𝑃 𝑥 𝑃 𝑦 𝑥 log𝑃 𝑦 𝑥 + 𝑤0 1 −෍
𝑦
𝑃 𝑦 𝑥 +

෍
𝑖=1

𝑛

𝑤𝑖 ෍
𝑥,𝑦

෨𝑃 𝑥, 𝑦 𝑓𝑖 𝑥, 𝑦 −෍
𝑥,𝑦

෨𝑃 𝑥 𝑃 𝑦 𝑥 𝑓𝑖 𝑥, 𝑦

可以证明(附录C)，约束最优化的原始问题可以转换成无约束最优化问题

𝑚𝑖𝑛
𝑃∈𝐂

𝑚𝑎𝑥
𝑤

𝐿 𝑃,𝑤
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最大熵模型学习 - 拉格朗日对偶问题

*拉格朗日原始问题转换到对偶问题：𝑚𝑖𝑛
𝑃∈𝐂

𝑚𝑎𝑥
𝑤

𝐿(𝑃, 𝑤) ⇒ 𝑚𝑎𝑥
𝑤

𝑚𝑖𝑛
𝑃∈𝐂

𝐿(𝑃, 𝑤)

【注】为什么要转成对偶问题？拉格朗日原始问题求偏导，回到带约束的原始问题

𝐿(𝑃, 𝑤)是𝑃的凸函数，原始问题和对偶问题的解是等价的(附录C)
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拉格朗日对偶问题 - 𝒎𝒊𝒏
𝐏∈𝐂

𝐋(𝐏,𝐰)

𝑚𝑎𝑥
𝑤

𝒎𝒊𝒏
𝐏∈𝐂

𝐋(𝐏,𝐰)

1)先求极小化问题𝑚𝑖𝑛
𝑃∈𝐂

𝐿(𝑃, 𝑤)(结果为𝑤的函数)

记Ψ(𝑤) = 𝑚𝑖𝑛
𝑃∈𝐂

𝐿(𝑃, 𝑤) = 𝐿 𝑃𝑤, 𝑤 ，Ψ(𝑤)称为对偶函数

令𝑃𝑤 = arg 𝑚𝑖𝑛
𝑃∈𝐂

𝐿(𝑃, 𝑤) = 𝑃𝑤(𝑦 ∣ 𝑥)
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拉格朗日对偶问题求解 - 𝒎𝒊𝒏
𝐏∈𝐂

𝐋(𝐏,𝐰)

𝐿 𝑃,𝑤 =෍
𝑥,𝑦

෨𝑃 𝑥 𝑃 𝑦 𝑥 log𝑃 𝑦 𝑥 + 𝑤0 1 −෍
𝑦
𝑃 𝑦 𝑥 +

෍
𝑖=1

𝑛

𝑤𝑖 ෍
𝑥,𝑦

෨𝑃 𝑥, 𝑦 𝑓𝑖 𝑥, 𝑦 −෍
𝑥,𝑦

෨𝑃 𝑥 𝑃 𝑦 𝑥 𝑓𝑖 𝑥, 𝑦

固定𝑤𝑖，对每个分类𝑌，𝐿 𝑃,𝑤 对𝑃 𝑦 𝑥 偏导

𝜕𝐿 𝑃,𝑤

𝜕𝑃 𝑦 𝑥
=෍

𝑥,𝑦

෨𝑃 𝑥 log𝑃 𝑦 𝑥 + 1 −෍
𝑦
𝑤0 −෍

𝑥,𝑦

෨𝑃 𝑥 ෍
𝑖=1

𝑛

𝑤𝑖𝑓𝑖 𝑥, 𝑦

=෍
𝑥,𝑦

෨𝑃 𝑥 log𝑃 𝑦 𝑥 + 1 − 𝑤0 −෍
𝑖=1

𝑛

𝑤𝑖𝑓𝑖 𝑥, 𝑦

令对𝑃 𝑦 𝑥 偏导为0，在 ෨𝑃 𝑥 > 0时：【注】??此处存疑

𝑃 𝑦 𝑥 = exp ෍
𝑖=1

𝑛

𝑤𝑖𝑓𝑖 𝑥, 𝑦 + 𝑤0 − 1 =
exp σ𝑖=1

𝑛 𝑤𝑖𝑓𝑖 𝑥, 𝑦

exp 1 − 𝑤0

【注1】见例6.2， 𝑃 𝑦 𝑥 的求解应计算所有的𝑃 𝑦j 𝑥𝑖 ，即对所有𝑃 𝑦j 𝑥𝑖 求偏导

𝜕𝐿 𝑃,𝑤

𝜕𝑃 𝑦 𝑥
= ෨𝑃 𝑥 log𝑃 𝑦 𝑥 + 1 − 𝑤0 −෍

𝑖=1

𝑛

𝑤𝑖𝑓𝑖 𝑥, 𝑦

令
𝜕𝐿 𝑃,𝑤

𝜕𝑃 𝑦 𝑥
= 0，因为 ෨𝑃 𝑥 > 0，所以log𝑃 𝑦 𝑥 + 1 − 𝑤0 − σ𝑖=1

𝑛 𝑤𝑖𝑓𝑖 𝑥, 𝑦 = 0

【注2】 σ𝑥,𝑦
෨𝑃 𝑥 𝑤0 = σ𝑦𝑤0 ， exp 𝑤0 − 1 =

1

exp 1−𝑤0
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拉格朗日对偶问题求解 - 𝒎𝒊𝒏
𝐏∈𝐂

𝐋(𝐏,𝐰)

𝑃 𝑦 𝑥 = exp ෍
𝑖=1

𝑛

𝑤𝑖𝑓𝑖 𝑥, 𝑦 + 𝑤0 − 1 =
exp σ𝑖=1

𝑛 𝑤𝑖𝑓𝑖 𝑥, 𝑦

exp 1 − 𝑤0

上式等式两侧对𝑦求和，由σ𝑦 𝑃 𝑦 𝑥 = 1，得

1 =෍
𝑦
𝑃 𝑦 𝑥 =

1

exp 1 − 𝑤0
෍

𝑦
exp ෍

𝑖=1

𝑛

𝑤𝑖𝑓𝑖 𝑥, 𝑦

exp 1 − 𝑤0 =෍
𝑦
exp ෍

𝑖=1

𝑛

𝑤𝑖𝑓𝑖 𝑥, 𝑦

P 𝑦 𝑥 =
exp σi=1

n 𝑤𝑖𝑓𝑖 𝑥, 𝑦

σ𝑦 exp σ𝑖=1
𝑛 𝑤𝑖𝑓𝑖 𝑥, 𝑦

因此，得到最大熵模型 𝑃𝑤 𝑦 𝑥 =
1

𝑍𝑤 𝑥
exp σ𝑖=1

𝑛 𝑤𝑖𝑓𝑖 𝑥, 𝑦

它是𝑤𝑖的函数，其中规范化因子 𝑍𝑤 𝑥 = σ𝑦 exp σ𝑖=1
𝑛 𝑤𝑖𝑓𝑖 𝑥, 𝑦
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拉格朗日对偶问题求解 - 𝒎𝒂𝒙
𝒘

𝑚𝑖𝑛
𝑃∈C

𝐿(𝑃, 𝑤)

𝒎𝒂𝒙
𝒘

𝑚𝑖𝑛
𝑃∈C

𝐿(𝑃, 𝑤)

2) 将𝑃𝑤 𝑦 𝑥 代入对偶函数Ψ 𝑤 = 𝑚𝑖𝑛
𝑃∈𝐂

𝐿 𝑃, 𝑤

求解极大化问题：𝑚𝑎𝑥
𝑤

Ψ 𝑤

其解𝑤∗ = arg 𝑚𝑎𝑥
𝑤

Ψ 𝑤

𝑃∗ = 𝑃𝑤∗ = 𝑃𝑤∗ 𝑦 𝑥 是学习到的最优模型(最大熵模型)，即

𝑃𝑤∗ 𝑦 𝑥 =
1

𝑍𝑤∗ 𝑥
exp ෍

𝑖=1

𝑛

𝑤𝑖
∗𝑓𝑖 𝑥, 𝑦

其中，𝑍𝑤∗ 𝑥 = σ𝑦 exp σ𝑖=1
𝑛 𝑤𝑖

∗𝑓𝑖 𝑥, 𝑦

【注】最大熵模型就是此处的𝑃𝑤∗ 𝑦 𝑥
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似然函数与概率

【定义】似然函数(likelihood function）是一种关于统计模型中的参数的函数，表示

模型参数中的似然性(likelihood），指某种事件发生的可能性

给定联合样本值 𝐱 下关于 (末知)参数 𝜃 的函数 𝐿(𝜃 ∣ 𝐱) = 𝑓(𝐱 ∣ 𝜃)

这里的 𝐱 是指联合样本随机变量 𝐗 取到的值，即 𝐗 = 𝐱 ； 𝜃 是指末知参数，它属于参

数空间；

𝑓(𝐱 ∣ 𝜃) 是一个密度函数，表示(给定) 𝜃下关于联合样本值𝐱的联合密度函数。

在数学中，概率(probability)符合柯尔莫果洛夫公理 (Kolmogorov axioms)的一种数学对

象。在数理统计中

➢ “概率”描述了给定模型参数后，描述结果的合理性，而不涉及任何观察到的数

据

➢ “似然”描述了给定了特定观测值后，描述模型参数是否合理
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最大熵模型参数求解：对偶函数的极大化与极大似然估计

【最大熵模型】根据最大熵模型定义，得约束最优化问题，转换为拉格朗日函数无约束问

题。再转换为对偶问题的最优化。求解分两步：

首先，求解带有参数𝑤的条件概率，即带参数的最大熵模型。 𝑃𝑤 = arg 𝑚𝑖𝑛
𝑃∈𝐂

𝐿(𝑃,𝑤) =

𝑃𝑤(𝑦 ∣ 𝑥)

然后，求解参数𝑤，代入𝑃𝑤。参数求解有两种方法

【算法1-对偶函数极大化】根据𝑃𝑤 ，计算对偶函数Ψ(𝑤) = 𝑚𝑖𝑛
𝑃∈𝐂

𝐿(𝑃,𝑤) = 𝐿 𝑃𝑤 , 𝑤 。然后，

对偶函数极大化： 𝑤∗ = arg 𝑚𝑎𝑥
𝑤

Ψ 𝑤 ，求出参数𝑤∗

【算法2-最大熵模型的极大似然估计】计算𝑃𝑤 𝑦 𝑥 的对数似然函数𝐿 ෨𝑃 𝑃𝑤 ，然后似然函

数极大化，求解参数，求出参数𝑤∗

【性质】对偶函数的极大化等价于极大似然估计，即：Ψ 𝑤 = 𝐿 ෨𝑃 𝑃𝑤
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最大熵模型的极大似然估计

【定义】最大熵模型的极大似然估计：极大化𝑃𝑤 𝑦 𝑥 的对数似然函数，求解参数

首先，计算极大似然估计(以𝑃 𝑌 𝑋 作为观测值概率的似然函数）。已知训练数据的经验

概率分布 ෨𝑃 𝑋, 𝑌 ，条件概率分布𝑃 𝑌 𝑋 的对数似然函数𝐿 ෨𝑃 𝑃𝑤 （推导见下页）

𝐿 ෨𝑃 𝑃𝑤 = logෑ
𝑥,𝑦
𝑃 𝑦 𝑥 ෨𝑃 𝑥,𝑦 =෍

𝑥,𝑦

෨𝑃 𝑥, 𝑦 log𝑃 𝑦 𝑥

当条件概率分布𝑃 𝑌 𝑋 是最大熵模型时，即𝑃 𝑌 𝑋 为𝑃𝑤∗ 𝑦 𝑥 ，代入𝐿 ෨𝑃 𝑃𝑤

𝐿 ෨𝑃 𝑃𝑤 =෍
𝑥,𝑦

෨𝑃 𝑥, 𝑦 log𝑃 𝑦 𝑥

=෍
𝑥,𝑦

෨𝑃 𝑥, 𝑦 ෍
𝑖=1

𝑛

𝑤𝑖𝑓𝑖 𝑥, 𝑦 −෍
𝑥,𝑦

෨𝑃 𝑥, 𝑦 log𝑍𝑤 𝑥

=෍
𝑥,𝑦

෨𝑃 𝑥, 𝑦 ෍
𝑖=1

𝑛

𝑤𝑖𝑓𝑖 𝑥, 𝑦 −෍
𝑥

෨𝑃 𝑥 log𝑍𝑤 𝑥
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对数似然函数计算推导

【推导】𝐿 ෨𝑃 𝑃𝑤 = logς𝑥,𝑦 𝑃 𝑦 𝑥 ෨𝑃 𝑥,𝑦 = σ𝑥,𝑦
෨𝑃 𝑥, 𝑦 log𝑃 𝑦 𝑥

训练集𝑇 = 𝑥1, 𝑦1 , … , 𝑥𝑛, 𝑦𝑛 ，似然函数：𝐿 ෨𝑃 𝑃𝑤 = logς𝑥,𝑦 𝑃 𝑦 𝑥 ෨𝑃 𝑥,𝑦

设𝑇中存在𝑘个不同值样本 𝑣𝑖 , 𝑤𝑖 ，𝐶 (𝑋, 𝑌) = 𝑣𝑖 , 𝑤𝑖 表示样本值 𝑣𝑖 , 𝑤𝑖 的频数，似

然函数𝐿 ƿ𝑃 𝑃𝑤 = logς𝑖=1
𝑘 𝑃 𝑤𝑖 | 𝑣𝑖

𝐶 (𝑋,𝑌)= 𝑣𝑖,𝑤𝑖

等号两边同时开𝑛次方，可得：

𝐿 ƿ𝑃 𝑃𝑤
1
𝑛 = logෑ

𝑖=1

𝑘

𝑃 𝑤𝑖 | 𝑣𝑖
𝐶 (𝑋,𝑌)= 𝑣𝑖,𝑤𝑖

𝑛

而经验概率分布 ƿ𝑃 𝑋 = 𝑣𝑖 , 𝑌 = 𝑤𝑖 =
𝐶 (𝑋,𝑌)= 𝑣𝑖,𝑤𝑖

𝑛
，上式可表示为

𝐿 ƿ𝑃 𝑃𝑤
1
𝑛 = logෑ

𝑖=1

𝑘

𝑃 𝑤𝑖 | 𝑣𝑖
𝐶 (𝑋,𝑌)= 𝑣𝑖,𝑤𝑖

𝑛 = logෑ

𝑥,𝑦

𝑃 𝑦 𝑥 ෨𝑃 𝑥,𝑦
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对偶函数Ψ(𝑤)的优化方式

对偶函数：Ψ 𝑤 = 𝑚𝑖𝑛
𝑃∈𝐂

𝐿 𝑃,𝑤 = 𝐿 𝑃𝑤, 𝑤

Ψ 𝑤 =෍
𝑥,𝑦

෨𝑃 𝑥 𝑃𝑤 𝑦 𝑥 log 𝑃𝑤 𝑦 𝑥 +

෍
𝑖=1

𝑛

𝑤𝑖 ෍
𝑥,𝑦

෨𝑃 𝑥, 𝑦 𝑓𝑖 𝑥, 𝑦 −෍
𝑥,𝑦

෨𝑃 𝑥 𝑃𝑤 𝑦 𝑥 𝑓𝑖 𝑥, 𝑦

=෍
𝑥,𝑦

෨𝑃 𝑥, 𝑦 ෍
𝑖=1

𝑛

𝑤𝑖𝑓𝑖 𝑥, 𝑦 +෍
𝑥,𝑦

෨𝑃 𝑥 𝑃𝑤 𝑦 𝑥 log 𝑃𝑤 𝑦 𝑥 −෍
𝑖=1

𝑛

𝑤𝑖𝑓𝑖 𝑥, 𝑦

=෍
𝑥,𝑦

෨𝑃 𝑥, 𝑦 ෍
𝑖=1

𝑛

𝑤𝑖𝑓𝑖 𝑥, 𝑦 −෍
𝑥,𝑦

෨𝑃 𝑥 𝑃𝑤 𝑦 𝑥 log 𝑍𝑤 𝑥

=෍
𝑥,𝑦

෨𝑃 𝑥, 𝑦 ෍
𝑖=1

𝑛

𝑤𝑖𝑓𝑖 𝑥, 𝑦 −෍
𝑥

෨𝑃 𝑥 log 𝑍𝑤 𝑥

【注】最后一步用到σ𝑦𝑃 𝑦 𝑥 = 1

所以，对偶函数Ψ 𝑤 等价于对数似然函数𝐿 ෨𝑃 𝑃𝑤 ；

Ψ 𝑤 = 𝐿 ෨𝑃 𝑃𝑤
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最大熵模型

将最大熵模型写成更一般的形式：

𝑃𝑤 𝑦 𝑥 =
1

𝑍𝑤 𝑥
exp ෍

𝑖=1

𝑛

𝑤𝑖𝑓𝑖 𝑥, 𝑦 ,其中𝑍𝑤 𝑥 =෍
𝑦
exp ෍

𝑖=1

𝑛

𝑤𝑖𝑓𝑖 𝑥, 𝑦

最大熵模型与逻辑斯缔回归模型形式类似，对数扩展的线性模型

模型学习在给定的训练数据集进行极大似然估计



3 模型学习的最优化算法
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模型学习的最优化算法

➢逻辑斯谛回归模型、最大熵模型学习归结为以似然函数为目标函数的最优化问题，通

常通过迭代算法求解，它是光滑的凸函数，因此多种最优化的方法都适用

➢常用的方法有【附录】

➢改进的迭代尺度法

➢梯度下降法

➢牛顿法

➢拟牛顿法
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